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广义塑性梯度模型的变分原理和边界条件 
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摘  要：在广义塑性力学的双屈服面模型的体积屈服面和剪切屈服面中引进应变梯度项，构造梯度依赖的双屈服面，可以建

立广义塑性梯度模型的理论框架，此时的位移率 u、剪切塑性乘子率 q 、体积塑性乘子率 v 成了各自独立的变量。为了建

立相应的数值模型，构造了增量泛函，建立并证明了 3 类变量( u， q ， v )变分原理，得到应力边界条件，同时塑性乘子作

为自然边界条件给出。 
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Variational principle and boundary conditions of  
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Abstract: Gradient-dependent generalized plasticity mechanics (GGPM) in which the yield functions not only depend on stress 
tensor and an invariant plastic strain measure, but also depend on spatial derivatives of the latter quantity, is based on the generalized 
plasticity mechanics(GPM). It can describe the strain localization characteristics and the basic mechanical characteristics of 
geomaterials at the same time. In order to derive the equilibrium equations and the boundary conditions, an incremental functional in 
which the displacement u , plastic multiplier q and v  are independent variables, is constructed to build up the variational principle 
of GGPM. The stress boundary conditions as well as the plastic factor boundary conditions are obtained by natural boundary 
conditions, so a numerical model can be ensured for geomaterial strain localization. 
Key words: gradient-dependent generalized plasticity model; variational principle; boundary condition 
 

1  引  言 

岩土介质是三相多孔摩擦介质，经典塑性力学

的一些假设不再适用。当我们应用经典塑性力学于

岩土介质时，理论计算和实验结果之间存在矛盾。

有学者放弃了经典塑性力学中不再适用的假设，从

固体力学基本原理直接导出了广义塑性势理论，在

此基础上建立了广义塑性力学
[1－3]

。过去的 30年间，

应变局部化现象吸引了研究者的广泛关注
[4－9]

。然

而，由于传统的连续介质理论的本构模型中缺少长

度的量纲，在预测材料行为时，它们不能预测剪切

带的宽度和间隔，在应变局部化的数值分析时常常

遇到病态的网格依赖性，对本构关系十分敏感。为

了克服上述困难，过去几十年间发展了许多研究方

法和模型
[10－12]

，其中，应变梯度理论在材料的本构

描述中引进了场变量的梯度，同时内部长度参数也

进入了控制方程，可以解决病态的网格依赖性、预

测材料的尺寸效应等问题。 
如果在广义塑性力学的基础上，结合应变梯度

理论的优点，可建立广义塑性梯度模型
[8, 9]

。广义塑

性梯度模型试图在较全面地反映出岩土的基本力学

性质的同时，也能解释应变局部化现象。然而，由

于在广义塑性力学中引进了应变梯度，塑性乘子作

为独立的变量成为额外的自由度进入了控制方程，
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塑性乘子的边界条件不再显而易见。 
参考 Mühlhaus 和 Aifantis[13]

，Z. M. Wang 和

M. L. Peterson[14]
的工作，本文将建立广义塑性梯度

理论的变分原理，进而得到广义塑性梯度模型控制

方程的离散方程，同时得到其完备的边界方程，得

到方程的矩阵形式。 

2  广义塑性梯度理论基本方程
[8, 9] 

在广义塑性梯度模型中，屈服函数要考虑应变

梯度的影响。分别选取塑性剪切应变
p
q 和塑性体积

应变
p
v 为硬化参量，并在屈服面中分别引入硬化参

量的拉普拉斯项，于是，（后继）体积屈服面和（后

继）剪切屈服面可写为 
p 2 p

q q q q( ,  ,  ) 0f f             （1） 

p 2 p
v v v v( ,  ,  ) 0f f             （2） 

剪切屈服面和体积屈服面的一致性条件为 
T 2
q q q q q 0h c     n          （3） 

T 2
v v v v v 0h c      n         （4） 

式中： 

q
q

f



n


               （5） 

v
v

f



n


               （6） 

分别为体积屈服面梯度矢量和剪切屈服面梯度矢

量；上标“T”表示“矢量的转置”；
v

v 2 p
v

fc






， 

q
q 2 p

q

f
c





  是与局部化特征相关的物理量，它反映 

的是材料微结构之间的影响及作用，作者称之为“局

部化参数”； v 和 q 分别为塑性体积乘子率和塑性

剪切乘子率； vh 为体积硬化模量； qh 为剪切硬化模

量。 
在关联流动准则中，总的塑性应变率表示为 

p
v v q q    n n             （7） 

应力可表示为 

v v q q[ ]     D n n           （8） 

不计体力时，介质的平衡方程由下述方程确

定： 

T 0L                 （9） 

其中： 

/ 0
0 /
/ /

x
y

y x

  
    
     

L  （平面问题）    （10） 

上述式（3）、式（4）和式（9）共同构成了分

析域的控制方程。此时塑性乘子是一个 2 阶微分方

程。当硬化模量由正值变为负值时，塑性乘子的分

布成为了一个关于空间的周期解，周期解的峰值区

域形成局部化带。变形模式将由均匀变形模式变为

局部化变形模式。局部化带内的塑性应变将不同于

局部化带外的塑性应变，由此可以反映出岩土介质

的应变局部化特征。模型的局部化机制开始启动。 

3  变分原理 
考虑下述的增量泛函： 

v q

T
v v q q v v q q 

T 2 T
v v v v  

2 T
q q q q q

( ,  ,  )
1 ( ) ( )d
2

1d [ ( )
2

( ) ]d

V

vS V

V

S h c

h c V

 

    

  

  

 

    

    

  



 

ε

 

   

  

  

u

n n D n n

u t

（11）

 

式中： u为位移；  为应变速率；  为应力速率；t
为应力边界条件的力； S为边界；V 为分析域。 

上述泛函取驻值的条件为 

( )    
T

v v q q v v q q 

T
v v v v v 

T
q q q q q q 

T

 

( ) ( )d

[ ( ) ( )]d

[ ( ) ( )]d

d 0

V

vV

V

S

V

h c V

h c V

S

    

    

    



    

   

   











    

   

   



n n D n n

u t

 

（12）

 

整理得： 

( )    
T T

v v q q  S

T T
v v v v q q v v 

T
v v v 

T T
q q v v q q q q 

T
q q q 

( )d d

[ ( ) ]d

( ) ( )d

[ ( ) ]d

( ) ( )d 0

V

V

V

V

V

V S

h V

c V

h V

c V

   

    

  

    

  

   

    

  

    

  

 









ε

n n

   

   

 

   

 

D n n u t

n D

n D n n







 

（13）

 

对式（13）的等号右边的第一项运用格林定理，

得： 

2844 



第 10 期                     何贤锋等：广义塑性梯度模型的变分原理和边界条件                                

T
v v q q 

T T
v v q q 

T
v v q q 

( )d

( ) d

( ) d

V

V

SS

V

V

S

  

  

  

  

     

 





  

  

  

D n n

u L D n n

u D n n n

 





   

（14）

 

式中 Sn 为边界的外法线方向。 
分别对式（13）的等号右边的第4、6行的最后

一项运用格林定理，得： 

v v
v

T T 2
v v v v v v  

T T
v v v 

( ) d d

( ) d
V V

S

c V c V

c S


 

   

 

     



 


   

  n
  
（15）

 

q q
q

T T 2
q q q q q q  

T T
q q q 

( ) d d

( ) d
V V

S

c V c V

c S


 

   

 

     



 


   

  n
  
（16）

 

式中 vn ， qn 分别为弹塑性边界的外法线方向。 
将式（14），（15），（8）和（16）代入式（13）

有 

v v
v

q q
q

T T
v v q q 

T
S 

T T 2
v v v v v v 

T T
v v v 

T T 2
q q q q q q 

T T
q q q 

( )

( ) d

( )d

[ ]d

( ) d

[ ]d

( ) d 0

V

S

V

S

V

S

V

S

h c V

c S

h c V

c S





 

 



  



   

 

   

 

 

     

 

    

 

    

 













  

 

  

 

  

 

u L D n n

u n t

n

n

n

n









   

（17）

 

由式（17）得到上述泛函的欧拉方程： 
T

v v q q( ) 0    L D n n         （18） 

T 2
v v v v v 0h c     n          （19） 

T 2
q q q q q 0h c     n          （20） 

得到非常规（塑性乘子）边界条件： 

v

q

T
v

T
q

( ) 0  

( ) 0








  


  




n

n
          （21） 

得到常规（应力）边界条件： 

S  n t              （22） 

显然，上式同式（3），式（4）和式（9）3 式

的控制方程相同。由此得到了应力边界条件和塑性

乘子边界条件。 

4  离散化 
对位移进行离散： 

u Ha               （23） 

式中：H 为位移插值多项式矩阵；a 为节点位移向

量。 
应变为 

  Lu LHa Ba           （24） 

对体应变塑性乘子 v 和偏应变塑性乘子 q 及

其拉普拉斯算子进行离散： 
T

v v

T
q q





 


 

h
h



            （25） 

2 T
v v

2 T
q q





  


  

 
 

p
p



           （26） 

式中：h为塑性乘子插值多项式矩阵； vΛ ， qΛ 分别

为体应变塑性乘子向量和偏应变塑性乘子向量。且： 

2 2 2 T
1 2{ , , , }nh h h   p        （27） 

将式（23），（24），（25），（26）和（27）代入

式（17），有 

T T T T T
v v q q  

T

  

( )d

d

V

S

V

S

  



 



B DBa B Dn h B Dn h

H t

 
 
（28）

 

T T T T
v v v v v  

T T T
v v v q q

{ [ ( )

] }d 0

V
h

c V

    

 

  

 

hn DBa n Dn hh

hp Λ n Dn hh




   

（29）
 

T T T T
q q q q q  

T T T
q q q v v

[ [ ( )

] ]d 0

V
h

c V

    

 

  

 

Λ hn DBa n Dn hh

hp Λ n Dn hh 
    

（30）
 

将式（29），（30），（31）写成矩阵形式： 

v q

v v v v q

q q v q q

aa a a e

a v

qa

0
0

 

    

    

               
     

    





K K K a f
K K K

K K K




    （31） 

式中：
T

aa   
d

V
V K B DB ； v

T T
a v  

d
V

V  K B Dn h ； 

q

T T
a q  

d
V

V  K B Dn h ； av

T
v  

d
V

V

 K hn DB ； 

v q

T T
v q  

d
V

V   K n Dn hh ； q

T
a q  

d
V

V  K hn DB ； 

q v

T T
q v  

d
V

V   K n Dn hh ；
T

e  
d

S
S  f H t ； 
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q q

T T T
q q q q  

( ) d
V

h c V       K n Dn hh hp ； 

v v

T T T
v v v v  

( ) d
V

h c V       K n Dn hh hp 。 

于是问题归结为求解式（25）的非线性方程组。

基本未知量为节点位移向量、体应变塑性乘子向量

和偏应变塑性乘子向量。 
当塑性区扩展到物体的外部边界时，式（21）

必须满足。 v v K 和 q q K 变为 

v v

T T T
v v v v  

( ) d
V

h c V      K n Dn hh qq   （32） 

q q

T T T
q q q q  

( ) d
V

h c V      K n Dn hh qq   （33） 

其中， 
T

1 2{ , , , }nh h h   q         （34） 

将式（32）同赵冰和李宁提出的广义塑性梯度

模型
[15]

相比较，它们具有相同的形式。基于变分原

理，可以保证解答的唯一性，和网格细分时的收敛

性。 

5  结  语 
（1）基于变分原理得到的公式和方程弱形式得

到公式相同。 
（2）基于变分原理，可以得到塑性乘子 v 和 q

的边界条件。 
（3）广义塑性梯度模型的变分原理可以保证解

答的唯一性。 
（4）广义塑性梯度模型的变分原理可以保证网

格细分时的收敛性。 
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